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Vorwort. 


Diese Abhandlung bildet in ihren ersten Paragraphen 
eine Umkehrung des Problems, mit dem ich mich in meiner, 
der philosophischen Fakultät der Universität München im 
Dezember 1898 vorgelegten Dissertation: „Über Ellipsen 
auf einem Ellipsoid, deren Achsen gegebenen einfachen Be- 
dingungen genügen, insbesondere über kongruente Ellipsen“ 
beschäftigte. Während in diesem Falle das Ellipsoid fest und 
die Ellipse beweglich ist, wird jetzt das Ellipsoid beweglich 
und die Ellipse fest angenommen. Es wird dann zunächst der 
Ort der Mittelpunkte kongruenter Ellipsoide mit gemeinsamer 
Ellipse bestimmt. In den weiteren Paragraphen wird die 
Überführung einer allgemeinen Fläche 2. Ordnung in die ihr 
unendlich benachbarte Lage betrachtet unter der Voraussetzung, 
dass die Fläche in ihrer ursprünglichen und in ihrer neuen 
Lage dieselbe Ellipse gemeinsam hat. Es sind dadurch zugleich 
zwei kongruente Räume definiert, deren Punkte eindeutig auf- 
einander bezogen sind und deren Eigenschaften eingehend 
‚studiert werden. Wir haben damit ein grösseres Beispiel für 
die allgemeine Theorie der Windungsbewegung eines unver- 
änderlichen Systems, wie dieselbe z. B. bei Schell, Theorie der 
Bewegung und der Kräfte I. Band, 2. Auflage, Teubner, gegeben 
ist. Die auf analytischem Wege gefundenen Sätze sind nach 
diesen Lehrbuch zitiert. Den Schluss bilden die Anwendung 
auf einen speziellen Fall für das Ellipsoid und die daraus sich 
ergebenden geometrischen Folgerungen. 
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Ort der Mittelpunkte kongruenter Ellipsoide 
mit gemeinsamer Ellipse. 


Gegeben sei die Gleichung des Ellipsoides 
2 yo 22 
athta=l.... Y 
bezogen auf seine Hauptachsen als Koordinatenachsen. Wir 
wollen die Gleichung dieses Ellipsoides aufsuchen, bezogen auf 
ein beliebiges Koordinatensystem X, Y, Z. 
Nach den Formeln über die Koordinatentransformation 
ist dann zu setzen: 
x—= (X—m)aı+ (Y—n)a + (Z—p)as 
‚= &-mßı + Yon) + (2—pBs 
= (A -m)yı + Y—n)yp+ (Z—p)ys 
Hiebei sind m, n, p die Koordinaten des Mittelpunktes 
des Ellipsoides im System X, Y, Z und cı, &2, &s etc. die 
Richtungscosinuse der alten Achsen mit den neuen, Setzen 
wir die Werte von x, y, z in 1 ein und ordnen nach X, Y, Z, 
so 1 die a des Ellipsoides über in: 
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wo Tı, re, ra die Längen Halbmesser des Ellipsoides 
parallel der X-, Y- und Z-Achse bedeuten. Zwischen den 
Halbmessern besteht die Relation: 


1 1 l 1 1 1 
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Für Z = 0 erhalten wir die Gleichung der Schnittkurve 
mit der X Y- Ebene, nämlich: 
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9yY( E 1 ) A® , B 2 De 
Soll nun das Ellipsoid die Ellipse mit der Gleichung 


= + ae — 1 aus der X Y-Ebene ausschneiden, so bestehen 


zwischen den Coefficienten beider Gleichungen die Beziehungen: 
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E D 
die Inhaltsformel für eine Ellipse auf dem Ellipsoid (abgesehen 
von rn), wenn P den Abstand des Mittelpunktes des Ellipsoides 
von der zur Ebene der Ellipse parallelen Tangentialebene an 


das Ellipsoid bedeutet. 


2 
Dazu kommt die Bedingung Iı la = abe (1 _— 5) PS. ' 
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Für unseren Fall ist P? = a? as? + b?ß3? + co? ya2. 
Wir suchen nun aus 3 die Koordinaten m, n, p des Mittel- 
punktes als Funktionen des Parameters P darzustellen. 
Es ergibt sich aus 3.) 
A:B:C=a’(ßıye —yı ße): b? (yı az — a y2): ec? (aı Ba — Pı @2) 
oder —=atas:b?ßa:c’ys 
daher A=oa’as | 
B=ob?’ß | ...d, wo o Proportionalitätsfaktor ist. 
GE 73 | 


Aus diesen Relationen folgt unter Berücksichtigung von 
3 und 5: 


Aas + BB; Be — p=o(afas? + b?Bs? 4,c?y3?) = oP? 
daher cp: P}? 
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Aus Gleichung 6 ergibt sich dann: 
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Ta=P\57P 
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Aus 5 folgt weiter: : 
A? + B? E= 0? — m? 4. n? — p’ — Bi (at as? + b* 5? + Cara” 


$: pi! Ber. =) (a a5? + bt? 4 ey3?) 
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Er Bee 


Nun ist a?P?—= atas?+a?b?ß,?—+ ac” ya? 
b?P?= a®b? as? bs? + b°e?ys? 
@P? = a2 as? + b?e?B? + ety3? 
also (a —+b?+.c?)P? — at a5?+ b*ßs?+ etys? + a?b?(1—y3?) 
+2 (las) + are!(1— Bi”) 
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Es ist daher m” + n+p?= m’+n?+P? (1= 
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Aus der Auflösung der Gleichungen 8 und 9 erhalten wir: 
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- Die Ausdrücke 


in der geschlungenen Klammer lassen sich 


in drei Faktoren zerlegen. Setzen wir noch 1,:le = u, so sind 
also die Gleichungen für den Ort der Mittelpunkte kongruenter 
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Ellipsoide mit der gemeinsamen Ellipse 2 +->;,=1: 
1 2 
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Die Kurve schneidet die beliebige Ebeneax-+-B y-+yz-p—0 
in 16 Punkten, sie ist also von der 16. Ordnung. Sie hat 
einen vierfachen Punkt im Anfangspunkt. 


Anm. Setzt man in den Gleichungen 11 statt Iılsa den 
2 2 
Wertq(£—+ 3) wo.q die halbe Seite des der Ellipse ;+ = l 
5! 1 


einbeschriebenen Quadrates bedeutet, so erhält man für ein 
variables u und P eine Fläche, nämlich den Ort der Mittel- 
punkte kongruenter Ellipsoide, welche die vier Ecken eines 
Quadrates gemeinsam haben. 
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Fall, in welchem die Ellipse in einen Kreis 
übergeht. 


Wenn kg =1 ist, also Iı =1ls, so ist die Ellipse in einen 
Kreis übergegangen. 
In diesem Falle gehen die Gleichungen 8 und 9 über in 


e Da N | ie 1l 5 IE: 
m’+n = ,(1- rer — abe+abeP satpsTt ee 


und 


2 
m? n?—= si — u) 2abe-t (+ be+ c?) PER, EBTER DA 


Beide Gleichungen stellen uns Kreiscylinder dar, die den- 
selben Radius haben müssen. Also ist: 


900% 


a! SET 
— abe-+ abePe (+ 1,42) 2PP=—2abe+(a’+b’+ 0”) PP 


1 Nr ng 
oder P?— abe (5 En “ + ch) P?+ (a +b?+c)P— abe =0 


oder (e-<=%) a (P = = —(. 
a b C 
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Wenn also e =1 ist, muss P konstant sein und die Werte 
Bi m > haben. Vermöge dieser Bedingungen werden also 
a c 
m und n in den Gleichungen 11 unbestimmt, dagegen ist 
nach 12: 


m’+n?—= — (a? — I?) (a? — ce?) (a?—b?):a® für P=be:a 
m’+n?= (b?—1?) (a —b°)(b?—c?):b? für P=ac:h 
m?’+n?= — (e®— Ih?) (a? — ec?) (b?’—c}):c für P=ab:e. 


Es zerfällt also die Kurve der Mittelpunkte in 6 Kreise, 
von welchen jedoch nur die dem Werte P=ac:b entsprechenden 


zwei Kreise für |, = b reell sind. Ihnen kommen die Gleich- 
ungen zu: m?+n?= (b?— Iı?) (a? — b?) (b?— e?) : b* 
ps. (b hei 


Fall, in welchem die Ellipse unendlich 
klein wird. 


Die Gleichungen 11 für den Ort der Mittelpunkte werden 
einfacher, wenn lı =1, =0 ist, das Verhältnis lı:la = y aber 
einen bestimmten Wert hat. In diesem Falle berührt das 
Ellipsoid die XY-Ebene und zwar sind die X- und Y-Achse 
Tangenten an die beiden Krümmungslinien, die durch den 
Berührungspunkt hindurchgehen. 


Die Gleichung der Kurve wird dann: 


La be )( ab ) 
a a Er 
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Diese Kurve ist von der 12. Ordnung. Es haben sich - 
4 durch den Anfangspunkt gehende Grade abgespalten. Sie 
zerfällt in 2 zur XY-Ebene symmetrisch gelegene Kurven 
6. Ordnung. Die eine Kurve gibt den Ort der Mittelpunkte 
der oberhalb der XY-Ebene berührenden Ellipsoide, die andere 
den der unterhalb berührenden Ellipsoide. 


U 


Für k=1 erhalten wir wieder 6 Kreise, von denen jedoch 
nur 2 reell sind, deren Gleichungen lauten: 


m?’+n?= (a?— b?) (b’— c?): b? EERENN 
Die Kurve mit den Gleichungen 13 liegt auf 2 Ellipsoiden, 
d. h. jede der Kurven 6. Ordnung auf dem zugehörigen. 
Multipliziert man nämlich die 1. Gleichung mit „?—1, die 
zweite mit u? (1—?) und subtrahieren wir die so erhaltenen 
Produkte, so ergibt sich, wenn wir für m, n, p die Buch- 
staben x, y, z setzen, die Gleichung: 


R 7 | RE 2. 
tet Erbe ++) +) 2+ 
@+b2+ 0) —0. 

Figur 1 gibt für einen einfachen Fall die Form der 
Kurve 13. 

Iktänämlıch De B==0, b?= ae, ı:h=a:b—bie—=y, 
so werden die Gleichungen der Kurve 


2 2 IR) (a—P) (Pe) 


a—c P 
= Bo De=y@-7) 


z=P. 


Da nur die Werte des Parameters P zwischen a und c 
reelle Punkte der Raumkurve geben, so erhalten wir die in 
der Figur 1 gezeichnete Gestalt derselben im 1. Oktanten und 
ihre Projektion auf die XY-Ebene. 

Auf dem Ellipsoid kommen der Reihe nach die Punkte 
der Kurve, für welche das Verhältnis der Hauptkrümmungs- 
radien ein konstantes, nämlich a:c ist, mit dem Anfangspunkt 
zum Zusammenfallen. Diese Kurve hat die in Figur 2 an- 
gegebene Gestalt (auf der Vorderseite des Ellipsoides) *). 


*) cfr. Dissertation, 8 7. 
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SEN. 
Gleichung des Ellipsoides mit dem ParameterP 
in den Coöfficienten, 


Die Gleichung 2 des Ellipsoides kann so umgeformt 
werden, dass ihre Coöfficienten Funktionen des Parameters P 
werden, 

Unter Berücksichtigung der Relationen 3, 4, 6 und 7 
von $ 1 Es y\ 


AS ie 1 | Pıı P = 

2 END a un a 
= Ten : = Ana; 2rprtz abc la abe hı 
m Ph Be Pech AP P ” 

a De pn ze, 


oder wenn wir die Werte von m, n und p einsetzen: 


Re [( 1 3, 
wtrmt? Eee hip Al? om 


BE ne) 


12 P? (wW—1) 
( Dy 2.) a ee 
ac a S: 
la? Bi (1: —1) 
2 ZW ll Ks ) DR 
Treat 5? ee 14 
Indem wir hier P variieren, erhalten wir immer Ellipsoide 


mit den Halbachsen a, b, c, die die Ellipse u 
gemeinsam haben. 

Anm. Die Ableitung der bisherigen Formeln gilt für jede 
Mittelpunktsfläche 2. Ordnung. 

Wir gehen nun zur Betrachtung zweier kongruenter all- 
gemeiner Flächen 2. Ordnung mit gemeinsamer Ellipse in 
unendlich benachbarter Lage über. 


A 3 A 
8 4. 


Die Projektion einer Ellipse auf eine zu ihrer 
Ebene unendlich benachbarten Ebene. 
Bedingung der Kongruenz zweier benach- 
barter Ellipsen auf einer Fläche 2. Ordnung. 


Proiziert man eine Ellipse auf eine beliebige Ebene, so 
werden die Projektionen der Achsen der Ellipse jedenfalls 
konjugierte Durchmesser der Projektionskurve. 

Sind &ı Bı yı die Richtungswinkel der einen Achse der 
Ellipse mit den 3 Koordinatenachsen, &2 ß» y2 die Richtungs- 
winkel der anderen Achse, so ist wegen der Rechtwinkligkeit 
cos &ı cos &g + cos Bı cos Pe + cos yı cos ya =. 

Für den Winkel %, den die Projektionen der Achsen auf 
dieals X Y-Ebene angenommene Ebenebilden, gilt der Ausdruck: 
c08 » —.ctg yı .ctg ya. 

Die Gleichung einer Ebene, welche durch den Anfangs- 
punkt geht und der XY-Ebene unendlich benachbart ist, kann 


in der Form geschrieben werden: 
dp , dp 
ae le u 
wo m und n endliche Grössen sind, dp dagegen unendlich 
klein von der 1. Ordnung ist. Soll diese Ebene die Ebene 


obiger Ellipse sein, mit ihrem Mittelpunkt als Anfangspunkt, 
so müssen die Gleichungen 


d 
cos &ı - —+- cos Bı il. cosyı=0 und 


cos @2 eu —+ cos ße er + cosya= 0 bestehen. 

Daraus folgt, dass cos yı und cos ya unendlich klein sind 
von der 1. Ordnung, somit cos W — ctgyı ctg ya unendlich 
klein von der 2, Ordnung. 

Wir dürfen also, wenn wir uns auf unendlich Kleines 
1. Ordnung beschränken, cos % als Null, % als 90° voraus- 
setzen, und der Fehler, den wir dabei machen, ist höchstens 
von der 2. Ordnung. 

Es proiizieren sich also die Achsen der Ellipse wieder 
als Achsen ihrer Projektion. Da sich auch die Projektionen 


A RR 


der Achsenlängen nur um unendlich kleines 2. Ordnung von 
den ursprünglichen Längen unterscheiden, so bleiben also durch 
die Projektion auf die benachbarte Ebene Achsen und Achsen- 
längen erhalten, wir können somit die Projektion der Ellipse 
als ihr kongruent ansehen. Der dabei gemachte Fehler ist 
höchstens von der 2. Ordnung. 

Dieses vorausgesetzt wollen wir nun die Achsenlängen einer 
Ellipse auf einer Fläche 2. Ordnung berechnen, die einer anderen 
Ellipse auf ihr benachbart ist und dabei nur Grössen, die un- 
endlich klein sind von der 1. Ordnung in dp, berücksichtigen. 

Es sei die Kar; der Fläche 2. Ordnung 


2xZ tote en Al 15. 


ER AL 
st her + +7 


Die Fläche schneidet also die xy. Ebene nach der Ellipse 
mit der Gleichung 


x? 2 
[ie ee 
Die Gleichung einer zur XY-Ebene benachbarten Ebene sei 
Sur Z 
zE + 5 + Ei >= ls 16, 
wo m und n die endlichen Abschnitte auf der X- und Y-Achse 
sind, dp den unendlich kleinen Abschnitt auf derZ-Achse bedeutet. 
Wir kennen nun nach dem Hilfsatz die Achsen der 
Ellipse, welche die Ebene 16 aus der Fläche ausschneidet, 
sobald wir die Achsen ihrer Projektion auf die X’Y-Ebene 
berechnet haben. 


Durch Elimination von Z aus 15 und 16 erhalten wir die 
Gieichung der Projektion: 


1 2 „ER, er 2 ) ( 1 \ ) 
wi Gl : 1 Bi 
£ (ma I” lan y Ente 


1 1 2dp’ 
Pe kein 2yaplgs- .)+ na u IT. 


Vernachlässigen wir nun bei der Reduktion der Gleichung 
dieses Kegelschnitts auf die Hauptachsen die Glieder mit dp 
in den 2. und höheren Potenzen, so geht Gleichung 17 über m: 


1agilia dpN: 6 h: ei. = [4 
(rauen 7 7b dauer 7er au en 


A 


Die Achsenlängen 2 Lı und 2 Lz dieser Ellipse sind also 
gegeben durch die Relationen 


2 
Lı = ]ı een] j 
g d’m 18 


| 1 la? | WR 
Le e|l dp f2 


Die Halbachsen der Ellipse, welche die Ebene 16 aus der 
Fläche 15 ausschneidet, haben daher dieselbe Länge. 
Wir werden nun von der Ellipse mit der Gleichung 


>. = 5 < 
18 + la sagen können, dass sie mit der benachbarten 
1 


Ellipse kongruent ist, wenn die Halbachsen ]Jı und Il» mit den 
Halbachsen Lı und L» bis auf unendlich Kleines 2. Ordnung 
zusammenstimmen. Es müssen daber in den Relationen 18 
die Glieder mit dp verschwinden, es muss also sein: 
ie A 19 
Setzen wir diese Werte in 17 und 16 ein, so erhalten 
wir dadurch die Gleichungen der im Raume gelegenen benach- 
barten kongruenten Ellipse: 


1 EER) eo IE = Pr d? ) 
2 a  — 7 — — T 
hen ei Na 13) Tania Ten 


glı 

1 Luniefin\ınigd 
et ven Der tt El 
AR atmt= 
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Mittelpunkt und Achsenrichtungen der 
benachbarten kongruenten Ellipse. 
Gleichungen derselben in Parameterform. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes der benachbarten kon- 
gruenten Ellipse haben die Werte: 


x =, -r.dp,., yo — Sdp „2ze.—= dp ..... 21, 
2 2 92 f? 
wenn wir zur Abkürzung r statt FE —— und 3 statt 5 — —, 


setzen und uns nur auf Glieder 1. Ordnung in dp beschränken, 


EICHE 


Um die Richtung der Achsen zu finden, suchen wir die 
Koordinaten der Scheitel der Projektionsellipse (Fig. 3). 


Da die Achse O’/A’ mit der Achse OA den Winkel 


apfel 720,0 1,21,2% 4 | 
Nie g Frtm) Lez}2 bildet, so sind die Koordi- 


naten des Scheitels A’ gegeben durch 
d 
xo+ HI, yohı nt Fr: 22 


und die Koordinaten des Scheitels B’ durch 


xo—+ 1 yo IR. ER, 23, wenn 


( + % ) hier ur Abkürzung mit t bezeichnet wird 
| zu Z j 
el fe ae nr 5 

Daraus ergeben sich nun die Koordinaten des Scheitels 
der benachbarten kongruenten Ellipse, in dem wir noch zu den 
obigen Koordinaten die entsprechende Z-Koordinate hinzu- 


St d? = 
setzen, nämlich bei 22 dp ( +5): bei 23 dp (i To 


Für die Richtungscosinuse der Halbachse ]ı erhalten wir 


2 j 
dann die Werte I, — n t, je dp, für die der Halbachse 
1 


2 
ee 
g gla* 


Wir können nun sofort die Gleichungen der benachbarten 
Ellipse in Parameterform angeben, wenn wir als Parameter den 
Winkel 9 einführen, den der vom Mittelpunkte ausgehende 
Radius vektor mit der Achse lı bildet. 

Wir erhalten: x—=xo +Iı cosp + l sin 2 

; dp 
y=y-+tksiogo —Iı a. 


— dp(1—] ei la sı = 
Ze p( ar DORF am An Pos K 


2 H WERE 


Ersetzen wir xo, yo durch ihre Werte aus 21, so gehen 
diese Gleichungen über in 


x=1I cosp —rdp+l sing ar t Gleichungen 
| der benachbarten 
y=lsing — sdp —Iıcosy 2 t ....24 kongruenten 
9 £2 Ellipse in 
z—dp (1 — lı cos gl lsiny 21) Parameterform. 


Wir setzen die Gleichungen der ursprünglichen Ellipse 
Bamboo yohsma z—=0.,.:8. 25 


$ 6. 


Zwei kongruente Räume mit konsentierendem 
Koordinatensystem, welche dadurch 
aufeinander bezogen sind, dass eine Ellipse 
des einen Raumes und die ihr entsprechende 
des anderen Raumes auf derselben Fläche 
2.Ordnungin benachbarter Lage sich befinden. 
Die der F: entsprechende Fläche. 


Durch die Gleichungen 24 und 25 sind Punkte der einen 
Ellipse den entsprechenden der ihr kongruenten benachbarten 
Ellipse zugeordnet. Wir wollen die Zuordnung noch verall- 
gemeinern, 

Denken wir uns nämlich zwei kongruente Räume %ı und 2», 
deren entsprechende Punkte in der Lage I zusammenfallen. 
Es werden sich dann auch die Punkte der Fläche F> () (15) 
im Raume %ı mit den entsprechenden Punkten der ihr kon- 
gruenten Fläche Fe) im Raume % decken, Man bringe nun 
den Raum Xs in die Lage II dadurch, dass man die mit dem 
Raum NY: fest verbundene Fläche F2 in die benachbarte Lage 


5 2 2 
so überführt, dass sie auf der Ellipse 5 +7, = 1 weiter 


gleitet. 
Es entspricht dann in der Lage II jedem Punkt des 
Raumes %ı ein Punkt des Raumes Le. 


Sind die Koordinaten eines Punktes im Raume %ı gegeben 
durch x, y, z, und die des ihm entsprechenden Punktes des 
Raumes %: in Bezug auf das Koordinatensystem der x, y, z 
gegeben durch X, Y, Z, so ist die Zuordnung entsprechender 
Punkte beider Räume a: definiert durch die Gleichungen: 


dp d? 
K=rdp ts tr te nn 
dp A 

Y= — sd —x— Br . 26 


sk 

2= dp — 21,8 dp Bes 

Diese Formeln erhält man aus der bekannten Figur für 
die Koordinatentransformation unter Berücksichtigung von 24. 

Mit Hilfe dieser Formeln kann man nun zu jeder Figur 
des Raumes &; die entsprechende des Raumes &2 in der Lage II 
finden, sowie die Fortschreitungsrichtung eines jeden Punktes 
von %ı zu seinem entsprechenden in %s angeben. 


Es entspricht also z. B. die Ellipse 25 der Ellipse 24. 


Wir wollen die der FÜ) im Raume %ı entsprechenden 
Fläche F,® im Raume %s aufsuchen. 


Setzen wir die Werte von 26 in 15 ein, so arhaal man 
nach der’ Vereinfachung die Gleichung der benachbarten Fläche: 


let ta) te lete 
Le: a u repair At en 


t = re a len sen 
Felt el a) ]j=0: 27. 
Verbindet man die Gleichungen 15 und 27, so geht durch 
den Schnitt der beiden Flächen auch die Fläche mit der 
Gleichung 


1 1 1 2 2 
(tat taten: 2 


C 


glas a nahe;, TER? 4, 8° gh?t gl? 
+ (tat +] = 


En.) 


Die beiden kongruenten, benachbarten Flächen 2. Ordnung 

schneiden sich also nach 2 Ebenen, sie haben die Ellipse 
2 2 
= + 5 — 1 gemeinsam, der andere gemeinsame Kegelschnitt 
liegt in der Ebene mit der Gleichung 
Bi, RA 
Fee Beeren), 
2 


1 1 1 4 vg» gh > Eh 
+ (tat) + + - ee) 0... .28, 


887. 
Bemerkenswerte Fortschreitungsrichtungen. 


Bei Überführung des Raumes &s aus der Lage I in die 
Lage II beschreiben alle Punkte des Raumes %; Kurven- 
elemente. Eine Tangente an die Bahn ist Repräsentant der 
Fortschreitungsrichtung und hat daher nach 26 für den Punkt 
x, y, z in Parameterform die Gleichungen : 


bie md? DE 
Xextoly+i-') —=x+oA 
se zti? ) 
— 5 ar B BER:AU 
Y=y+e(-+24-:)=y+> 
ar xd’ a 
Z7=s+e(t DIE ge? —=z-4o0 


o ist hierbei der Parameter, X, Y, Z sind die laufenden 
Koordinaten, das Verhältnis der Richtungscosinuse hat den 
ANETTE TER I I ER Det 


Wir betrachten nun folgende Fälle: 
I. 


Welche Punkte der F» in der Lage I rücken bei Überführung 
in die Lage II tangentiell zu ihr fort? 


Es muss in diesem Falle die Fortschreitungsrichtung senk- 
recht stehen zur Normale der Fläche Fa im Punkte x, y, z. 


ki 


Die Richtungscosinuse der Normale stehen aber im Ver- 
hältnis 
x 


x zAe/Yy Aw y Z IT 
trat): 
Daher erhalten wir die Bedingung 
ee a RI... a) = 
= (ta) +8 Bra+ttktatz Eu 
Wir erhalten somit die im & 6 gefundene Gleichung 
und damit die Bestätigung, dass sich die beiden benachbarten 


Flächen 2. Ordnung berühren und zwar längs zweier Kegel- 
schnitte. 


LI. 
Fortschreitungsrichtungen der Punkte einer Ebene.*) 
Es si &ax+ßy+yz—p=0.... 30 die Gleichung 


der Ebene. 

Dann gibt es nur einen einzigen Punkt in ihr, der senk- 
recht zur Ebene fortrückt. 

Wir haben nämlich für diesen Fall die Bedingung 

es Brilyste Alı Bro, 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich nun die Koordinaten 
dieses Punktes P, den wir den Nullpunkt nennen wollen, 
nämlich : 


f? 
= Be rss+ pn): N 
d? .31 
= @e+rrs po) : N 
P,= (asg—$rg+ pt) :N 


2 2 
wobei N die Abkürzung für en == s + yt ist. 


Es gibt also zu jedem Punkt eine Ebene und umgekehrt. 
Diese Ebenen und die Punkte bilden somit ein Nullsystem. **) 
Wir suchen ferner die Punkte der Ebene, deren Fort- 
schreitungsrichtungen in die Ebene selbst fallen. Wir erhalten 


die Bedingung: 
«A+ßBB+yC=0 
*) Schell p. 287, 5. **) Schell p. 64. 


Te 


ie le a anal) 
Re = sh glı® Try 1 gl»? jrahes gl? gl? 
+(er +ßs—)=d°..... 
oder xD+yE+zF+G=0....32., 

Die gesuchten Punkte liegen also sowohl in dieser Ebene, 

als in der Ebene 
«x+By+tyz—p=°..... 
daher auf einer Geraden, der Charakteristik. 

In jeder Ebene gibt es also einen Nullpol und eine 
Charakteristik. | 

Der Nullpol ist zugleich der Punkt, der sämtlichen Normal- 
ebenen zu den Fortschreitungsrichtungen der Punkte der Ebene 
30 gemeinsam ist, d.h. diese Normalebenen bilden ein Ebenen- 
bündel.*) 

Ist nämlich (X — xs)A+ (Y—-y)B+(2-zD)C= 0 
die Gleichung der Normalebene zur Fortschreitungsrichtung 
des Punktes x, y, z, der in der Ebneoax+ßBy+yz— p=0 
liegt, so muss die Bedingung (P,—x) A+ (P,—y) B+ 
(P,—z) © =0 erfüllt sein. 

In derTat ist PxA+P,B+P, C**) = — (ax+By-+Yyz—p) 


j - 
mn a) N—(rx+sy—2).. 


und Ax+By+Cz=—(rx+sy—2.... 

Die Subtraktion beider Gleichungen gibt unter Berück- 
sichtigung der Gleichung der Ebene identisch 0. 

Die Normalebenen schneiden demnach die Ebene nach 
Geraden, welche durch den Nullpol gehen. Die zu den Punkten 
der Charakteristik gehörenden Normalebenen stehen senkrecht 


*) Schell p. 287, 6. 


**) Anm. Bei. der Vereinfachung ist: folgende Umformung 
vorzunehmen, z. B. für den Coöfficienten von x 


rd? ad?s d? f?r 
(a4: ln, ERS — E (ET =) 
af? Bd? des fLr 
He etn)l:n lt m) 


a. Ye 


zur Ebene und schneiden sich in einer Geraden, welche Normale 
ist zur Ebene im Nullpol. Es steht daher auch die Ver- 
bindungslinie des Nullpols mit einem Punkt der Charakteristik 
senkrecht zur Fortschreitungsrichtung dieses Punktes. Aus 
dieser Eigenschaft folgt aber nach einem geometrischen Satze, 
dass die Fortschreitungsrichtungen der Punkte der Charakteristik 
eine Parabel einhüllen, deren Brennpunkt der Pol, deren 
Scheiteltangente die Charakteristik ist.*) 

. Da die Ebene 32 senkrecht ist zur Ebene 30, so steht 
die Achse der Parabel senkrecht zu ersterer und hat somit die 
Gleichung 


d? 1" 
Hr Hype 


2=P, +ı (— — ar ...83 


wobei X Parameter ist. 
Diese Gerade schneidet nun die Charakteristik im Punkte 
Q@ mit den Koordinaten 


Qx = Px — (gL:N.K) (ft + > 


7 
„=P5, = @L:N.K) -at4+ 75 a 


BUN. gear) 


hı? l2? 
sd?  rf? 


Hiebei ist L=t-+ — 8 au 
2 


2 2 2 
te) Het) 
Daher hat die Entfernung PQ (N rl Schell den Wert 
eL:INvReI en 

Variiert man in den in II gefundenen Formeln die Grösse p, 
so verschiebt sich die Ebene 30 parallel, mit ihr die Charak- 
teristik, die Nullpole und Scheitel rücken dann auf 2 Geraden 
weiter, welche parallel zu einander sind, da für jede von ihnen 
das Verhältnis der Richtungscosinuse denselben Wert hat, 
nämlich: I RO 


*) Schell p. 65. 


BB er 


Es ist diese Richtung unabhängig von der Stellung der 
Ebene im Raume*) und zwar ist sie senkrecht zur Parabel- 
achse oder parallel zur Ebene, in welcher die Charakteristiken 
fortrücken. Es bleibt also auch die Entfernung PQ die gleiche, 
der Ausdruck für PQ ist deshalb unabhängig von p. Die 
Gleichung der Ebene, in welcher die Parabelachsen weiter 
rücken, ergibt sich aus der Elimination von p und A aus den 
Gleichungen 33 und lautet; 


re d* | 
EN et 
d? f2 2 
la Het tr ra Omsikk, . 35 
Hiebei bedeutet M den Wert en + tt”. 


Unter den verschiedenen Lagen, welche eine Charakteristik 
im Raume hat, sind zwei ausgezeichnete, es kann nämlich die 
Charakteristik ins Unendliche fallen oder der Nullpol auf ihr 
liegen. 

Wir betrachten zunächst ersteren Fall. 

Damit die Charakteristik im Unendlichen liegt, müssen 
die Coeffieienten von x, y,-z in der Gleichung der Ebene 32 
Null werden. 

Wir haben daher die Bedingungen: 


d? dr ad? % 
— f2 Zu) N 
oder a= JM „; B=—yM y=yYMt 


Die zur Charakteristik gehörige Ebene hat dann die 
Gleichung: 
2 


2" 12 
wenn s=p:yM. 


*) Schell p. 65. 


RE. ee 
Es werden dann die Koordinaten des Nullpols S 
43 f2 
Sx - (8 — tsg +0, ,):M 


da? 


f 
Dr lat irn 0 ,):M un. 37 


>, (sg + org +et):M 


Variiert man in diesem Falle p und damit o, so geben 
diese Formeln die Gleichungen der Geraden, auf welcher die. 
Nullpole S weiterrücken. Wir nennen diese Gerade die Oentral- 
achse des Systems. 

Diese Oentralachse steht aber senkrecht zur Ebene 36, 
daher ist sie die Gerade, deren Punkte auf ihr fortrücken. Die 
Nullpole eines Systems von Parallelebenen liegen demnach auf 
einer Parallelen zur Centralachse*) und ebenso die Scheitel der 
Parabeln dieses Systems, und zwar liegen die Oentralachse und 
die beiden Parallelen in einer Ebene, nämlich der Ebene der 
Parabelachsen. 

Es erfüllen nämlich die Koordinaten von 37 die Gleichung 
der Ebene 35. 

In der Tat ist 


2 2 

% @M- N) +8, 6M+ SM +8, QM=iN)- 
d? sf? 

a (t, Het) 0. 

Die Centralachse schneidet also sämtliche Parabelachsen, 
und zwar unter rechten Winkeln. 

Wir suchen noch das Verhältnis der Abschnitte, in welche 
die Entfernung PQ (Nullpol-Scheitel) einer Ebene durch den 
Durchstosspunkt mit der Zentralachse geteilt wird. Es genügt, 
nur die Ebene «x + ßBy-+ yz=0 zu betrachten. 
ROyeB32-E BRL- x — Pr 


SQ nr.nr de 
Tu te 
5 d? 
—1: \(@L:NK) ea) a | 
*) Schell p. 65. | 


Es ist 


En 91 Ri 
Es ist aber für diese Ebene 
d? {2 
u=3|(5 —ts):M — ie ( 1) +0 tn +r(n u. 5 zo: MN] 
PR=—8 Een: | 
Daher 
SP 8 - BED) 4r +++ reM] 
:MN=g (Bt+r: ee 
el: S 
Daher wird sQ” 1:(M:K— )=K:(M— KK) 
K Y 
— RN? also auch re “0x b air 
DE UNSTIVK 
Es bedeutet aber VK:N die We Tangente 
des Winkels w der Oentralachse mit der eh ax By-Hyz=0. 


2 
Es ist nämlich cos» = (1, se ir late VM=N:vYM 


dahertgue—= VM—. N? NE RR somit PS:SQ—=tgw:ctgw. 

Die Centralachse teilt also den Abstand Nullpol-Charakte- 
ristik im Verhältnis der Tangenten der Winkel, welche sie mit 
der Normale der Ebene und der Charakteristik bildet *). 

Wir haben die zweite ausgezeichnete Lage der Charakte- 
ristik im Raume nun zu betrachten, nämlich den Fall, wenn 
der Nullpol auf der Charakteristik liegt. 

In diesem Falle müssen seine Koordinaten die Gleichungen 
30 und 32 erfüllen. Wir erhalten somit die Bedingung: 


t ee p d? f ;) 
Px (B< hi alt +P,— a +) ACH re Zr 
ne 79 0. 

Da der Ausdruck links den Wert —L: N hat, muss also 
SE 

Die Fläche 2. Ordnung muss also eine bestimmte Lage 
haben. 

In diesem Falle geht die Parabel in die Charakteristik 


über, der Nullpol wird ein sich selbst entsprechender Punkt 
werden, wie die Betrachtungen im $ 9 zeigen werden, 


*) Schell p. 185. 


das 22 Rn 


III. 
Fortschreitungsrichtungen der Punkte einer Geraden. 


Die bisherigen Betrachtungen ergeben, dass es zu einer 
jeden Ebene einen in ihr liegenden Nullpol und umgekehrt 
gibt. Ferner liegt in jeder Ebene eine Parabel. Ist die Ebene 
senkrecht zur Zentralachse, so fällt die Parabel ins unendliche, 
erfüllt dagegen das System die Bedivgung L = 0, so geht 
sie in die Charakteristik über. Die Charakteristiken selbst 
sind Scheiteltangenten der Parabeln. Es wird also nicht jede 
Gerade im Raume Charakteristik sein können. Die Bedingung 
hierfür werden sich aus den folgenden Betrachtungen ergeben. 

Wir untersuchen zunächst die Fortschreitungsrichtungen 
der Punkte einer beliebigen Geraden. Es seien die Gleichungen 
derselben X=x-+tpo, Y=y+pß, Z=z+ery wo 
X, Y, Z die laufenden Koordinaten, x, y, z die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes und p den Parameter bedeuten. 

Die Tangente, längs welcher ein Punkt mit dem Para- 
meter p — const. bei Überführung des Systems X» aus der 
Lage I in die benachbarte Lage II fortrückt, hat dann nach 29 
die Gleichungen: X = x+pax+eA-+peD 


Y=y+pß+eB+peE 
Z=z2+py+:C+peF 
Hiebei ist e variabler Parameter für die Punkte der Tangente. 
Es stellen nun sowohl die Kurven p = const. als e = const. 
Systeme von Geraden dar, welche auf einer Fläche liegen. Die 
Elimination von p und e gibt sie als eine Fläche 2. Ordnung, 
und zwar ist sie ein hyperbolisches Paraboloid*), wie die 
Parameterdarstellung zeigt. 
Wir suchen ferner die Einhüllende der Normalebenen zu 
den Fortschreitungsrichtungen der Punkte der Geraden. 
Zum Punkt x+poa, y-+pß, z-+py gehört die Normal- 
ebene mit der Gleichung 
X—x—pa) (A+ FD) + (X-y-eD B+eB 
r&-2-epy) Chr) 0 
oder AX+BY+0CZ+rx+sy—z+p (DX-+EY 
+FZ-+or +$s— =). 
*) Schell p. 286, 1. 


San Dach 


Variiert p, so erhält man die verschiedenen Normalebenen, 
welchenalso ein Ebenenbüschel bilden, 
Die Normalebenen zu den Fortschreitungsrichtungen der 
Punkte der Geraden mit den Gleichungen X = x-+tp« 
=y-+pß Z=z-+py schneiden sich demnach in einer Ge- 
raden mit den Gleichungen 


1) AX+BY-+CZ-+rx+sy—z=0 | 98 
2) DX+EY+FZ+G=0=aAg+ßBy+tyCa) 
Letztere Ebene ist also parallel zur Geraden, 


Diese Gerade nennt man die zur ursprünglichen Geraden 
konjugierte Gerade*). Für eine Normalebene ist der ihr zu- 
gehörige Punkt Nullpol, da seine Fortschreitungsrichtung senk- 
recht auf ihr steht. Rücken also die Nullpole auf einer Geraden 
fort, so drehen sich die zugehörigen Ebenen um die ihr kon- 
jugierte Gerade. 

Ihre Richtungscosinuse stehen im Verhältnis: 

(BF— CE):(CD—-AF):(AE— BD) 


— [ab 1, @A+BB+ YO]: BL + @A+BB+ YO) 


:yL—t@A+BB-+yO)].... 39. 
Wir betrachten spezielle Lagen der konjugierten Geraden. 
Die Richtung der konjugierten Geraden ist bekannt, wenn 


L=0 ist, die Fläche eine spezielle Lage hat. In diesem 
fr d? 
Falle ist das Richtungsverhältnis gegeben durch Feen ek t, 
die konjugierte Gerade ist also parallel zur Oentralachse, sie 
fällt sogar mit ihr zusammen. Denn die Koordinaten der 
Centralachse erfüllen die Gleiehungen 38. Es ist: 
Taff d? 

AS,+BS, +05, +rx+sy— 2z= — le „2 ttz-0) 
also gleich Null und DX+EY-+FZ+6G —LVM, also auch 
gleich Null. 

Ist dagegen in der Relation 38 «&A+ßB-+yC =, so 
hat die konjugierte Gerade die Richtungscosinuse &:ß:Y, und 
fällt ebenfalls mit der ursprünglichen Geraden zusammen. Denn 


*) Schell p. 286, 1, p- 65, 7. 


ze) Kuga 

setzt man die Koordinaten der Geraden in die Gleichungen 38 
ein, so werden diese identisch erfüllt. Die Normalebenen gehen 
also durch die Gerade selbst hindurch, die Fortschreitungs- 
richtungen sind somit senkrecht zur Geraden. Es genügt, 
wenn man weiss, dass einer ihrer Punkte x, y, z senkrecht zu 
ihrer Richtung fortschreitet. Denn diese Bedingung ist unab- 
hängig von p.*) 

Es ist nämlich «(A+pD) +ßB(B+pE) +y(C+pP 
—=«aA-+BB-+YyGC, also gleich 0. 

In beiden besprochenen Fällen fällt also die konjugierte 
Gerade mit der gegebenen zusammen. Eine solche. Gerade 
nennt man Doppellinie**). Alle Geraden durch einen Punkt, 
welche senkrecht sind zur Fortschreitungsrichtung des Punktes, 
sind Doppellinien des Systems. Sie bilden einen Komplex 
1. Ordnung ***). 

Wann liegt die konjugierte Gerade im Unendlichen ? 

1) Dieses tritt ein, wenn die Coefficienten von X,Y, Z in 

der Gleichung Ebene 38,1 Null sind, also A=B=0=0, 
d.h. wenn der Punkt x, y, z, somit die gegebene Gerade 
im Unendlichen liegt. 

2) Wenn die Coöfficienten D, E, F in der Gleichung der 
f? d? 
22'718) 
d. h. die gegebene Gerade parallel ist zur Centralachse. 
Die Normalebenen sind dann parallel zu einander f), 
daher auch die Fortschreitungsrichtungen der Punkte 
der Geraden. Diese Fortschreitungsrichtungen werden 
im allgemeinen nicht mit der Geraden zusammenfallen. 
Dieses tritt einff), wenn die Bedingung A:B:C 

f? 


Te 


Ebene 38,2 Null sind, also «:ßB:y = t, 


: terfüllt ist, wie wir das schon früher 


gesehen haben. Die Gerade ist die Centralachse selbst. 
Die Fortschreitungsrichtungen stehen senkrecht zur 
2 2 
Geraden, wenn A ER — B +C0t=L=0 ist. 
2 1 


*) Schell p. 287, 4; **) Schell p. 68; ***) Schell p. 69; 
7) Schell p. 66; ff) Schell p. 66, 3. 


ee "9, 


3) Die konjugierte Gerade fällt auch noch ins Unendliche, 
wenn A:B:C=D:E:F. In diesem Falle ist auch 
der Punkt x, y,z im unendlichen, also die ganze Gerade. 

Wann steht die konjugierte Gerade senkrecht zur gegebenen 

Geraden? In diesem Falle liegen die Fortschreitungsrichtungen 
in einer Ebene, die gegebene Gerade wird Charakteristik. Die 
Bedingung hierfür ist also: 


L — en @A+BB+Y0)=0....40*). 


Kennt man also die Richtung einer Geraden, so kann sie 
nur Charakteristik sein, wenn sie ganz in die Ebene 40 fällt. 
Kennt man dagegen den Punkt, so erhalten wir unendlich viele 
Richtungen für die durch ihn hindurch gehenden Charakte- 
ristiken, die auf einen Kegel 2. Ordnung liegen, wie sich aus 
dem Folgenden ergibt. 


IV. 
Ort der Fortschreitungsrichtungen, die durch einen gegebenen 
Punkt gehen.”*) 


Da auf jeder Charakteristik ein Punkt liegt, dessen Fort- 
schreitungsriehtung mit ihr zusammenfällt, so ist der Ort der 
Charakteristiken, die durch einen gegebenen Punkt; gehen, der- 
selbe, wie der der Fortschreitungsrichtungen, die durch diesen 
Punkt hindurch gehen. Es ergibt sich sofort aus 40, nämlich 


f2 k d? 
LIX SH VyH ZUR Nr 
[X—x) A+ Y-YB+Z-nC1=0. 
Hiebei sind x, y, z die Koordinaten des gegebenen Punktes, 
X,Y,Z die laufenden Koordinaten. Nach Umformung erhalten wir: 


&n9:| A-L]+ pe -5B-L|42-wtc-Ll 


C 2 2 f? ; 
HR AH BIRD +4] 
d? 
den) Or Ben. 


*) Schell p. 66, 3; **) Schell p. 292. 


De ER es 


Der Ort ist also ein Kegel 2. Ordnung*), die Fort- 
schreitungsrichtungen bilden daher einen Komplex 2. Ordnung**), 
Liegt der Punkt x, y,z auf der Centralachse selbst, so ver- 
schwinden die 3 letzten Glieder, der Kegel nimmt die Form an: 


Sr) + Bagr )=0. 


Er ist also imaginär. 

Die Punkte, deren Fortschreitungsrichtungen mit den Er- 
zeugenden des Kegels 2. Ordnung zusammenfallen, bilden auf 
ihm eine gewisse Kurve. Ihre Gleichungen erhalten wir, wenn 
wir das System 


Ft d? 
x=X+e(Y +2 14-1) 
1 


nach X, Y, Z auflösen. Diese Gleichungen sagen aus, dass 
die Fortschreitungsrichtungen der Punkte X, Y, Z durch die 
Kegelspitze x, y, z gehen. 

Es ergibt sich somit: 


xt Helen ar all: +53M 


guurhghler 
2 d? f? 
=[y-eB+& (+ =)- Fur 5 5 Ar g”lı nt; a In ‚M) 
f? 2t f? 
Z=[z—eC+e: (EEE LEER Aa ean 


Die Kurve ist also eine Raumkurve 3. Ordnung, eine sog. 
kubische Ellipse***. Sie berührt in der Spitze die Fort- 
schreitungsrichtung derselben, wie man ersieht, wenn e in den 
Gleichungen sehr klein wird. 


*) Vergleiche reziprok: Einhüllende der Fortschreitungs- 
richtungen, die in einer gegebenen Ebene liegen, ist eine Kurve 
2. Klasse. $ 7,1. 

**) Schell p. 292. 

***) Schell p. 293. 
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Liegt der Punkt xyz auf der Zentralachse, so müssen die 
Gleichungen der Kurve in die der Zentralachse übergehen. 

In der Tat erhält man, wenn wir die Gleichungen 37 
berücksichtigen, 


i d? % 
N I g —tsg + (e—oL) | :M 
& & d? 
N Be g-+ tsg — (e—oL) 1 MN.» cHr.037 
1 
f2 d? 
Des ww sg+,;:78+( -— coL) | :M 
2 ai 
Das sind aber die Gleichungen für die Zentralachse. 


Für den Fall L=0 würde die Kurve von der 2. Ordnung 
werden. 


8 8. 


Überführung der Punkte des Raumes }\; aus 

der Lage Iin die Lage II durch Rotation um 

2 rechtwinklig gekreuzte Achsen oder durch 
eine Schraubung. 


Bei Überführung des Raumes X aus der Lage I in die 
Lage II gibt es in jeder Ebene in der Lage I nur einen 
Punkt P (Nullpol), der senkrecht zu dieser Ebene fortrückt. 
Dagegen gibt es unendlich viele Punkte der Ebene, welche in 
ihr fortrücken. Alle diese Punkte liegen auf der Geraden BQ, 
der Charakteristik (Fig. 4). Da der Nullpol P auf einer Nor- 
malen AP zur Ebene fortrückt, so ist diese ebenfalls Charak- 
teristik, die zugehörige Ebene ist die Ebene APQ, welche 
senkrecht ist zu BQ, und © ist ihr Nullpol. 

Da nun nach $ 7 die Verbindungslinie des Nullpols mit 
einem Punkt der Charakteristik senkrecht zur Fortschreitungs- 
richtung ist, so kann man vermuten, dass die Punkte der 
Charakteristik BQ, durch unendlich kleine Rotation um AP 
als Rotationsachse und die Punkte der Charakteristik AP durch 
Rotation um B@Q, als Rotationsachse aus der Lage I in die 
Lage II. übergeführt werden können. Ja es zeigt sich sogar, 
dass durch Rotation um beide Achsen überhaupt einen jeder 


ER 2 


Punkt des Systems &2, somit das ganze System, aus der Lage I 
in die Lage II übergeführt werden kann. 

Wir wollen zunächst die Wege, welche die Punkte PundQ 
bei der Überführung aus der Lage I in die Lage II beschreiben, 
betrachten. 

Der Weg eines beliebigen Punktes x, y, z ist nach Re- 
lation 26 gegeben durch: 

öp VA?-4-B? +0 
Es wird daher der Weg des Punktes P (p. 16) erhalten, 


wenn wir seine Koordinaten in diese Formel einsetzen. 


Es ist P, Bea — r=«aL:N 
Fe Pd pe 
— P,- +P, == ss =BL:Nuul- 000 Sea 
“ DE 2515? 8 == Bl: Nat 217? 215? yL:N, 
daher Weg des Punktes P...... öp L:N 41 


f d* f2.0% 
(L:NK) a re ee, 


lı® ls 


—aL:N-+(L:NK) (-aM+ 7,0 
(LiN) (- aN:K+ 4%) 


= (L:K)(— aN-t =) IKTSuk 
Da nun Punkt P durch Rotation um die Achse BQ in 

seine neue Lage kommen soll, so besteht, wenn d%‘ die un- 

endlich;kleine Amplitude der Rotation ist, die Beziehung: 


PQ dy’=öpL:N, oder wenn wir den Wert von PQ SInSekAEN: 


daher Weg des Punktes Q (p.18)... VM—N= 


BR) Ra dem ERI UT 
NvVK N g 
also Amplitude der Rotation um die Charakteristik B@: 
nr rk 


5 


a0 


Ist d% die unendlich kleine Amplitude der Rotation um 
die Charakteristik AP, so besteht für den Punkt Q@ die Be- 


ziehung: 


L ö N 
PQ dd = ph oder eng pl Ger 
VK NVK VK & 
also Amplitude der Rotation um die Charakteristik AP 
EEE AAN TEN 43 
g 


Für einen beliebigen Punkt R (xı yı zı) ist, wie wir schon 
vorhin gesehen haben, der zurückgelegte Weg gegeben durch 
öp vAr HBı? +01? . x. 44 
wo Aı etc. bedeutet, dass statt x, y,z Xı,yı, zı gesetzt wurde. 

Die Entfernung des Punktes R von AP ist nun gegeben 
durch 
V(Pz— 1)" + (Pr yı)° + (Pa 21) — (axı +RyırYzı — p)’ 
daher ist der bei der Rotation um AP zurückgelegte Weg 


NV, HR, a Gut rap) 
Die Entfernung des Punktes R von der Charakteristik BQ 
hat den Wert | 


V@ıD-tyı Et, FIG); Kt (axsı + Byı Lyzı —p) 
daher ist der bei der Rotation um BQ zurückgelegte Weg 


y VXı DEyı Ef FIG®-LKlaxı H Byı Lyzı— p)? 
Wir wollen jetzt beide Wege auf die X-Achse proizieren 
und suchen daher die Winkel ihrer Richtungen mit der X-Achse. 
Die Ebene APR hat die Gleichung: 
x [B (PR, — 21) y(P,—yı)] +yIY(Px—-x1) - a (P,—2ı)] 
+z[& (P,»—yı) —ß (Px—xı)] + eonst. = 0 
also ist der cos des Winkels A, den die Fortschreitungsrichtung 
des Punktes R bei der Rotation um AP mit der X-Achse 
bildet: cos!—= ß (P, —zı) —y (P,—.yı) 
v(Pxr—x1)? + (Py—yı)?+ (Pz—2)?— (ası + Byı+Yzı — p)? 
Die Gleichung der Ebene BQR erhalten wir auf folgende 
Weise: 
Jede Ebene durch BQ hat zufolge 38 die Gleichung 
xsD+yE+z2F+G+% (aex+Py+y2—p=0. 


Ban ke. 


Da sie durch den Punkt xı yı zı geht, hat A den Wert 


— (x D+yı E+zı F+G):(axı + Byı + yzı—p), daher 
cos des Winkels 9, den die Fortschreitungsrichtung des 
Punktes R bei der Rotation um B@, mit der X-Achse bildet: 


Es) re) He 


VK(axı+ßyı +yzı —p)? ae +yıE+zEr6G)% 
Die Summe der Projektionen der beiden Wege auf die 
X-Achse hat daher den Wert: 


ar 2 Pr 
ze F--JAPy + Pine N) 


cp —= 


5 
e ; (ee a _ Ep 


Proiizieren wir aber den Weg, den der Punkt xı yı zı in 
Wirklichkeit macht (cfr. 44), auf die X-Achse, so erhalten wir 
das gleiche Resultat. 

Denn Sp VAr’+ Bı?’+0? 3 —= dp 

VAı?+Bi?+ Ci? 

Wir ersehen somit, dass sich die wirkliche Bewegung aus 
den beiden Elementar-Rotationen nach dem Gesetz von Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten zusammensetzen lässt. 

Es kann also das System %s aus der Lage I in die Lage II 
durch Rotation um 2 konjugierte Charakteristiken übergeführt 
werden, d. h. um zwei konjugierte Gerade, welche senkrecht zu 
einander stehen. Unter diesen Paaren ist jenes ausgezeichnet, 
bei welchem die eine Charakteristik die Centralachse ist. Die 
andere Charakteristik ist dann im Unendlichen. Die Über- 
führung aus der Lage I in die Lage II geschieht dann durch 
Rotation um die Centralachse und Translation in ihrer Rich- 
tung, also bei gleichzeitiger Folge durch eine Schraubung, so 
dass die Centralachse auch Schraubenachse genannt werden 
kann*). 

Wir wollen die Amplitude und Translation der Schrauben- 
bewegung berechnen. 


*) Schell p. 158. 
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‚Proiizieren wir den wirklichen Weg des Punktes xı yı zı 

(efr. 44) auf die Schraubenachse, so erhält die Projektion den 
Ö f4 a 
Wert (aa Bit t)= "RE .. „41-4. 

Die Projektion des Weges irgend eines Punktes auf die 
Schraubenachse hat daher einen konstanten Wert, sie ist unab- 
hängig von der Lage des Punktes. Oder: Zerlegen wir den 
Weg des Punktes in zwei Komponenten, parallel und senkrecht 
zur Schraubenachse, so hat die parallele Komponente einen 
konstanten Wert, Sie ist also gleich der Grösse der Translation. 

Zieht man vom gegebenen Punkte aus die Normale zur 
Schraubenachse, so rückt ihr Fusspunkt bei der Überführung 
von der Lage I in die Lage II in der Schraubenachse selbst, 
also senkrecht zur Normalen weiter. Daher ist nach $ 7, III 
die Fortschreitungsrichtung des Punktes selbst ebenfalls senk- 
recht zur Normalen, somit steht auch die zur Schraubenachse 
senkrechte Komponente normal zur Ebene, welche durch den 
Punkt und die Schraubenachse gelegt ist. Die Komponente 
kann daher nach dem Pythagoräischen Lehrsatz berechnet 
werden und hat den Wert: 


öp VA Be + C®—L2:M 


es V ) D) D) £- d‘ 2 2 
—p (A®+ Bi2+ 013) (+, +0):M—L2:M 


2 2\ 2 da 2 Bar) 
—öp Vaud Bı =) + (Bit +0ı =) +(O 3 Art? ]|:M. 
1 


Sind S, S, S, die Koordinaten des Fusspunktes der 
Normalen vom Punkte xı yı zı auf die Schraubenachse (cfr. 37), 


d? 
so ist Sr — u — g (Bit +Cı 9.) :M, 
f? 
S, —yı= —g (Cı ware 


S ENT. B 5): M 
„—— ı1=-— g( st 1.27 D 


un 0 


daher die Entfernung des Punktes xı yı zı von der Schrauben- 
achse: 


Va © TEE ++ S) HG - A|: Mm. 


Somit erhält man aus beiden Relationen die Amplitude 
der Rotation um die Schraubenachse, nämlich 


d0= vi... 
Für die Translation fanden wir bereits in 45 den Wert 
ee: 
yM 


Beide Werte ergeben sich natürlich auch aus 43 und 41. 

Ist L=0, so ist die Translation Null, das System kann 
also durch einfache Rotation aus der einen Lage in die andere 
übergeführt werden. 


8.9. 
Die XY-Ebene als Null-Ebene. 


Geometrische Deutung der dabei gefundenen 
Werte Der FallL=0. 


Nachdem wir gesehen haben, dass die Fläche 2. Ordnung 
durch eine Schraubung oder durch Rotation um zwei konju- 
gierte Charakteristiken in die benachbarte Lage übergeführt 
werden kann, wollen wir als spezielle Nullebene die XY-Ebene 
nehmen. Dadurch ergibt sich dann eine geometrische Deutung 
der gefundenen Formeln, 

Wir haben also in den früheren Relationen «=ß= 0, 
y=1,p=0 zu setzen. Der Nullpol P° (31) der Ebene hat 


dann die Koordinaten 
Pet sP I rei l, re 
die Charakteristik (32) hat = Gleichung 


0, 
le 
glı? + 0 


LEN 


die Amplitude (43) der Rotation um die durch den Nullpol 
gehende und zur XY-Ebene senkrechten Achse hat den Wert 


as dptrg, 
die Amplitude (42) der Rotation um die in der Ebene liegende 
Charakteristik den Wert 


ne 


die Entfernung des Pols von der Öharakteristik ist gegeben durch 


@1):(t EHER DR ee . 48. 


Die Schraubenachse teilt diese Entfernung in zwei Teile 
4 4 

($ 7), welehe sich wie a zu t? verhalten, steht senkrecht 
1 2 

auf ihr und bildet mit der Z-Achse einen Winkel, dessen 
STRRERTi 

Tangente den Wert v« + = :t hat. 

=" 15% 

Verbindet man die Schnittpunkte der Charakteristik mit 


2 2 
‚der Ellipse +5 — | durch Gerade mit dem Nullpol, so 
1 2 


sind diese Verbindungslinien Normale der Ellipse. 


Die Koordinaten der Schnittpunkte sind nämlich: 


ER ER dt 1 ) ei | 
x DE el e + la? he Ar g” le? ar lı? ns 1»? 


; ER d* de ) u =) 
eV Te) IFERLEBFE 


gl g”1s 


daher Gleichung der Normalen in diesen Punkten: 


R f] 2 2 
xy yXxX N AT UH 


EL ER Jı2 le? 


Setzen wir die Koordinaten des Nullpols 47 in diese 


Br: 
E= + x’ Yu? Is —(, d.h. 


Gleichung ein, so ist nn + 12h? 
1 


der Nullpol ist der Schnitt der Normalen. 


a OR 


Wir suchen nun die Koordinaten des Pols der XY- Ebene 
in bezug & die Fläche 


Ost, 2 
en A wtF = +, —(. 
2% 2 
Sie sind xı —— u: kr A. 49. 


Es wird somit die Gleichung der Charakteristik 
ea 
— + +1=0. 
Ser 


Ist also Pı die senkrechte Projektion des Flächen-Poles 
auf die XY-Ebene (Fig. 5), so ist die Charakteristik leicht zu 
finden, denn ihre Abschnitte auf den Koordinatenachsen sind 
gleich den negativ genommenen Koordinaten von Pı. Zieht 
man dann die Normalen in den Schnittpunkten C und D 
der Charakteristik mit der Ellipse, so ist deren Schnittpunkt N 
der Nullpol. Die Senkrechte von ihm auf die Charakteristik 
wird dann von der Schraubenachse geschnitten. 


Da —g: le i 1 - die Entfernung AB des Mittelpunktes 


von der ink. ist und t die trigonometrische Tangente 
des Winkels %, den die Charakteristik mit dem zu ihrer 
Richtung konjugierten Durchmesser bildet, so erhält man den 
Winkel, den die Schraubenachse mit der XY-Ebene bildet, 
indem man ABtgv als die ihm gegenüberliegende Kathete, 
g als die andere Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks nimmt. 
Daraus ergibt sich auch das Teilungsverhältnis, in welchem 
die Schraubenachse die Entfernung des Nullpoles von der 
Charakteristik teilt. 


Wir haben nun noch den Fall L=0O zu besprechen. 


Da die Entfernung des Nullpoles von der Charakteristik 
nach 48 gegeben ist durch 


Pa 
(er): (t :) T aittrn ) 
so hat diese im Falle L=0 den Wert Null, der Pol fällt 


auf die Charakteristik. Es muss demnach die Charakteristik 
eine Normale der Ellipse sein. 


Be = 


& 2 30° Mbrf? 
In der Tat lässt sich L=t—+ ELITE umformen in 
1 


la? 
f2d2 92 ]56 2 116 E ] 
11? 1, (le°—1ı?) | f& D7 di la) 


Der Ausdruck in der eckigen Fe Null gesetzt, sagt 


aber aus, dass die Charakteristik - n E +) ns — 10 eine 
x 
Normale der Ellipse 2 n. .— 1 ist. 


Der andere Schnittpunkt dieser Normalen ist dann der 
Punkt, in welchem die Rotationsachse die XY-Ebene trifft. 
Seine Koordinaten ine sich nach 34 zunächst in der Form 

DENE 1 SELLER U 

I» tm t le?t M 0 

x gs ger di 

Für L=0 ergeben sie — N also den Nullpol, der 

in diesem Falle mit dem Schnittpunkt zusammenfallen muss. 

Zugleich muss er aber auf der Ellipse liegen, es muss also 
die Gleichung 

2’?  g2d? 

14 »t° la?t 


— 1 erfüllt sein, wenn L—=0. 


Bas = 
Es ist nun ” h > 


A 4 Sn 
Eäle’ni) Alf a) yich 
(+4 as = u gi ee :Jı®1a 
oder vermöge der Se | 
D- 
L=0 -? 2 we la? ae 50 geht der 


Ausdruck über in [(lı?d*-+122f%):g?— (h?+132)]:Iı?12?. Ersetzt 
man den Wert von g? aus 50 in dieser Relation, so erhält 
man als Endwert t?, Der Durchstosspunkt liegt also auf der 
Ellipse. 

Die Bedingung 50 lässt auch noch eine andere geometrische 
Bedeutung zu. 

Benützt man die Koordinaten des Flächenpoles 47, so lässt 
sich die Gleichung umformen in xı? ı? + yı? a? = (lı? — 1?)?. 


een 


Es entspricht also der Einhüllenden der Normalen der Ellipse 
reciprok diese Kurve der Pole, eine Ellipse. Fällt demnach die 
Projektion des Flächenpoles auf diese Ellipse, so kann die 
Fläche 2. Ordnung durch Rotation um eine Achse in die 
benachbarte Lage übergeführt werden. 


Ss 10. 
Schlussbemerkung. 


Die im $ 3, 8 6 Formel 28, $ 7 Formel 37 gefundenen 
Werte gestatten sowohl die Einhüllende kongruenter Flächen 
2. Ordnung mit gemeinsamer Ellipse als auch den Ort der 
Schraubenachsen zu berechnen. Letzterer ist in bezug auf den 
festen Raum eine Fläche C, in bezug auf die F, eine Fläche T'*), 
welche auf © im allgemeinen rollen und gleiten muss, damit 
die mit I’ fest verbundene F, immer dieselbe feste Ellipse aus 
der XY-Ebene ausschneidet. Die Untersuchung der erwähnten 
Fragen sei für später vorbehalten. Es möge hier nur der ein- 
fachste Fall, der sich sofort rein geometrisch ergibt, erwähnt 
werden, nämlich der Fall, in welchem ein Cylinder 2. Ordnung 
seine Lage so verändert, dass er die feste XY-Ebene immer 
längs derselben Geraden (in der Figur 6 die Y- Achse) berührt. 
Die Schraubenachse wird hier Rotationsachse, die Fläche © ist 
eine Ebene durch die Gerade, normal zur XY-Ebene, also die 
YZ-Ebene, die Fläche I' ein Cylinder, der als Leitkurve die 
Evolute der Leitkurve des Cylinders 2. Ordnung hat. Beim 
Rollen des Cylinders T' auf der Ebene C wird der mit I’ ver- 
bundene Oylinder 2. Ordnung die feste XY-Ebene immer 
längs der Y-Achse berühren. 


*) Schell p. 283. 
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